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Die vorliegende Arbeit ist die Vervollkommnung einer 
von der philosophischen Fakultät der Universität Bonn im 
Sommer 1895 preisgekrönten Abhandlung. Der Wortlaut 
der gestellten Aufgabe war 

„Lagrange gibt in der „Note X" zum „Traite de la 
resolution des equations numeriques" (1. 6d. Paris 1798, 
2. ed. Paris 1808 oder Lagrange, Oeuvres, T. VIII) ein 
Verfahren an, durch Auflösen von Gleichungen ungeraden 
Grades eine rationale ganze Funktion einer Veränderlichen 
mit reellen Koefficienten in ebenfalls reelle Faktoren 1. und 
2. Grades zu zerlegen. Dies Verfahren kann nicht als 
Beweis der Möglichkeit einer solchen Zerlegung gelten, 
denn die Möglichkeit wird bei seiner Begründung schon 
vorausgesetzt. Aber die in der Abhandlung „Demonstratio 
nova altera omnem functionem algebraicam rationalem 
integram unius variabilis in factores reales primi vel 
secundi gradus resolvi posse" (Commentationes societatis 
regiae scientiarum Gottingensis recentiores, Vol. III, Got- 
tingae 1816 oder Gauss, Werke, B. III) von Gauss ange- 
wendeten Principien reichen hin, um auch das Verfahren 
von Lagrange zu einem wirklichen Beweise jener Möglich- 
keit zu ergänzen. Dieser Beweis ist zu entwickeln und 
mit dem von Gauss zu vergleichen." 

1. 

Wir schicken einige Sätze aus der oben angeführten 
Gauss'schen Abhandlung voraus, die im Folgenden Anwen- 
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düng finden Werden ; in den Bezeichnungen schliessen wir 
uns möglichst enge an diese Abhandlung an. 

Es mögen a, b, c, d, . . . unbestimmte Grössen sein, 
deren Anzahl m ist. Wir bezeichnen mit V die Summe 
derselben, mit V' die Summe aus den Produkten yon je 
zweien, mit }J^^ die Summe aus den Produkten von je 
dreien u. s. f., endlich mit 2^"™) das Produkt derselben, so- 
dass aus der Entwicklung von 

(x— a)(x— b)(x— c)(x— d) . . . 

entstehen möge der Ausdruck 

V = x'"-;i^x"^-' + A'^x«^-«-. . . + X('^\ 

Wir nennen die ?. die symmetrischen Elementar- 
funktioncn der Elemente a, b, c, d, . . . . 

In Bezug auf diese symmetrischen Elementarfunktionen 
bestehen die beiden Sätze 

I. Ist irgend eine ganze symmetrische 
Funktion q der Elemente a, b, c, d, . . . vor- 
gelegt, so kann ein ganzer Ausdruck in ebenso 
vielen Unbestimmten 1'', V^, . . . K™) angegeben 
werden, derart, dass derselbe durch die Sub- 
stitutionen x^, A^^, . . . A0^> bezw. für 1^, F, . . . 1^™) 
in Q übergeht. 

II. Es gibt nur einen einzigen Ausdruck 
in den Unbestimmten 1, welcher jene Eigen- 
schaft besitzt. 

Gauss betrachtet das aus m(m— 1) Faktoren bestehende 

Produkt 

(a— b)(a— c)(a— d) . . . 

. (b-a)(b-c)(b-d). . . 
. (c— a)(c— b)(c— d) . . . 
.(d-a)(d-b)(d-c). . . 
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Dasselbe ist eine symmetrische Funktion der Elemente 
a, b, c, d, . . ,, welche durch n bezeichnet werden möge. 
Ist p derjenige ganze Ausdruck in den Unbestimmten 1, 
welcher durch die Substitutionen l für \ m tz tibergeht, 
so nennt Gauss p die Diskriminante der Funktion 

Die Diskriminante einer Funktion mit bestimmten 
Zahlenkoefficienten 

Y = x«*-L'x"^-i + L''x«^-2— . . . + L("") 
wird daher eine bestimmte Zahl P sein, nämlich der Wert 
des Ausdruckes p für 1^ = L', V^ = L'^, . . . !(»»>= U™). 

Gauss hat nun, ohne die Zerlegbarkeit der Funktion 

Y in Faktoren vorauszusetzen, die beiden Sätze bewiesen 

III. Wenn die Diskriminante der Funktion 

dY 

Y Null ist, hat Y mit 3— einen Teiler gemein- 

dx 

dY 
sam, und wenn also Y und ^— keinen gemein- 
samen Teiler haben, kann die Diskriminante 
von Y nicht Null sein. 

IV. Wenn die Diskriminante der Funktion 

dY 

Y nicht Null ist, können Y und j— keinen 

' dx 

Teiler gemeinsam haben; oder: wenn Y und 

dY 

,— einen gemeinsamen Teiler haben, muss 

die Diskriminante von Y Null sein. 

Auf die Beweise gehen wir nicht ein, sondern ver- 
weisen auf die Gauss'sche Abhandlung. 

Aus den Sätzen III und IV folgt noch sehr leicht der 
im Folgenden ebenfalls anzuwendende Satz 

V. Wenn die Diskriminante von Y nicht 
Null ist, so ist auch bei keinem Teiler von 

Y die Diskriminante Null. 
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Wir wollen endlich noch eine Ausdrncksweise er- 
klären^ welche, der Gauss'schen Abhandlung entlehnt, in 
unserer Arbeit häufig benutzt werden wird. 

Sei f (a, b, c, . . .) ein ganzer Ausdruck in m^ von den 
m Elementen a, b, c, d, . . . . Werden diese m' Elemente 
auf alle nur mögliche Weise sowohl unter sich, als mit 
den übrigen m— m^ vertauscht, so entsteht aus f (a, b, c, . . .) 
eine Anzahl ähnlicher Ausdrücke. Das Produkt derselben 
nennen wir das Produkt aller f (a, b, c, . . .). Sollte 
der Ausdruck f(a, b, c, . . .) symmetrisch in Bezug auf 
einige der m' Elemente sein, die er enthält, so werden die 
Permutationen von diesen untereinander f(a, b, c, . . .) nicht 
ändern,, weshalb in dem Produkte aller f(a, b, c, . . .) 
jeder Faktor mehrfach erscheinen kann. Behält man von 
diesen identischen Faktoren immer nur je einen zurück, 
so nennen wir das Produkt dieser das Produkt aus 
allen f (a, b, c, . . .) ohne Wiederholungen. In 
der folgenden Arbeit werden Wiederholungen immer aus- 
geschlossen bleiben. 

Man sieht leicht ein, dass das Produkt aus allen 
f (a, b, c, . . .) stets eine symmetrische Funktion der m 
Elemente a, b, c, d, . . . ist, mögen nun Wiederholungen 
zugelassen werden oder nicht. 



2. 

Wir wollen jetzt nach einer von Lagrange (in No. 7 
der angeführten Note) gegebenen Anleitung einen allgemein 
wichtigen Satz ableiten, der die Grundlage des von uns 
zu entwickelnden Beweises bilden wird. 

Wir betrachten das Produkt aus allen 

(1) tt__(a + i)(b + i)(c+i)... . 
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In dieser Differenz bedeuten u und i *) Unbestimmte, 
und die Anzahl der Faktoren a + i; b + i, c+ i, . . . des 
Subtrahenden soll = n sein, wo n eine Zahl < m bedeutet. 
Wir bezeichnen das Produkt durch 

/Z{u-(a + i)(b + i)(e+i)...}. 

Dasselbe wird aus 

m(m— 1) . . . (m— n + 1) 



0= 



1 . 2 . . . n 

Faktoren von der Form (1) bestehen. Da es die m Ele- 
mente a, b, c, d, . . . symmetrisch umfasst, so kann eine 
ganze Funktion der Unbestimmten u, i, 1', 1'^, . . . K™) an- 
gegeben werden von der Eigenschaft, dass dieselbe in 
/7{u— (a-f-i)(b+i)(cH-i) . . .} tibergeht, wenn an Stelle der 
Unbestimmten 1 die symmetrisahen Elemeutarfunktionen X 
eingesetzt werden. Wir wollen diese Funktion durch 

F(u, i, 1) ■ 

bezeichnen. Es ist also identisch 

F(u, i, A) = /7{u-(a + i)(b + i)(c + i) . . .}. 

Wir substituiren jetzt in F(u, i, 1) für u den Aus- 
druck 

Ui = i« + k'i»-i + k''i»-^ + . . . + k(«-i)i + k("), 

in welchem die k Unbestimmte bezeichnen und bestimmen 
k(n-i)^ k(n-»)^ , ^ ^ fc//^ k/ go durch k(»> und die 1, dass in 

F(Ui, i, 1) die KoeflScienten bezw. von i, i^, . . . i^-^^ i^-i 
identisch verschwinden. Diese KoeflScienten sind der Reihe 
nach 

/dF(u„ i, 1)\ 1 /d«F(u„ i, 1)\ 1 /d»-^ F(u„ i, 1) \ 

l di ~7i = o''2!\ di^ A = o'---(n-l)!\ din^^ ), = ,' 

Wir bestimmen also k^**-*) so, dass die Gleichung 



1) Wir dürfen mit Lagrange den Buchstaben i in dieser 
Bedeutung gebrauchen, da V— 1 nicht vorkommen wird. 
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oder 

/ ^F(u,,i,l) \ ^ /duA /dF(ii^ i,J)\ _ ^ .^^^ 

tisch erfüllt wird. 

/ dF(u„ i, 1) \ _ ^F(k<^^ 0, 1) 

SO erhält man die Gleichung 

dk(°) ^ \ dl /i--o 

Man erkennt die Form des Ausdruckes, welcher sich 
hieraus für k^"-^^ ergibt. Er ist rational und gebrochen in 
k^") und den 1, und sein Nenner ist gleich 

dF(k(»), 0, 1) 





dk(») 




Wir bestimmen k<"-*> aus der 


Gleichung 




/d«F(u„ i, 1)\ 
l di* . )i 


= 0. 


Diese 


können wir schreiben 





wo G ein ganzer Ausdruck ist in den zweiten partiellen 
Derivirten von F(Ui, i, 1) nach u^ und i und in -rv^- 

/d^u \ 
Da nun (-r-gM = 2k^^^^\ so erhalten wir die 

Gleichung 

Man erkennt, dass naqh Substitution des für | -^} ] 
schon gefundenen Ausdruckes aus dieser wiederum für k^"-^^ 
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ein rationaler gebrochener Ausdruck folgt in k<"^ und den 

1, dessen Nenner eine Potenz von ^r^^ ist. 

Deuten wir noch an, wie die Grösse k<"-^> bestimmt 
wird aus der Gleichung 

d3F(u„ i, 1)^ 

o 



(' 



di3 ■ = •'• 



Diese Gleichung kann geschrieben werden 

WO G' einen ganzen Ausdruck bezeichnet in den zweiten 

und dritten partiellen Derivirten von F(Ui, i, 1) nach Uj 

j . j . du. , d% 
und 1 und in — ,— und ,.« • 

dl di^ 

Da nun (^^"r). = ^ • 3k("-»), so geht jene Glei- 
chung über in 

ÖFCk^"^), 0, 1) 



dk(") 
aus 



2 . 3 k("-3) + (G')i =.0=0, 



welcher nach Substitution der für f vr^ ) , ( -.,} 

\di Ji = o \di2/i_o 

schon gefundenen Ausdrücke für k^"^'^ wiederum ein ratio- 
naler gebrochener Ausdruck in k^") und den 1 folgt, dessen 

dF(k("> 1) 
Nenner eine Potenz von — -V,-;«-, -^—^ ist. 

Dies Verfahren lässt sich offenbar fortsetzen, und man 
erkennt, dass, wenn die Grössen k^"-^), k("-*>, . . . k^', k^ 
so bestimmt werden, dass die oben ausgesprochenen Be- 
dingungen erfüllt werden, nämlich dass in der Funktion 
F(Ui, i, 1) die Koefficienten bezw. von i, i^, . . . i"~*, i""^ 
identisch verschwinden, sich für jene Grössen Ausdrücke 
ergeben, die rational und gebrochen sind in den ünbe- 

dF(k(") o 1) 
stimmten k^"), 1 und deren Nenner Potenzen von ^. /. ^ - 

sind. 
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Bezeichnen wir nun irgend einen Divisor n-ten Grades 
des Ausdruckes 

durch 

sodass also die Ausdrücke x die symmetrischen Elementar- 
funktionen von n beliebigen unter den m Elementen a, b, 
c, d, . . . darstellen, so behaupten wir, dass, wenn wir in 
die Ausdrücke der k^, k''^, . . . k^^-^^ an die Stelle der 1 
die l und x^^^ an die Stelle von k<"^ einsetzen, diese Aus- 
drücke bezw. in «^ «'', . . . x^^-^^ übergehen. Dies ergibt 
sich aus Folgendem: 

Setzen wir in die Gleichungen, aus denen die k', k^', 
. . . k^"-^) bestimmt werden, die X für die 1 und «("> für 
k^"), so werden die dadurch sicli ergebenden Gleichungen 
offenbar befriedigt durch die Ausdrücke, welche entstehen, 
wenn wir in die Ausdrücke von k', k^', . . . k^»-i) die k für 
die 1 und x^^"^ für k^^^ setzen. Können wir nun beweisen, 
dass dieselben Gleichungen auch befriedigt werden bezw. 
durch die Ausdrücke x\ x'^^ , . . x^^-^\ so ist unsere Be- 
hauptung erwiesen, denn die besagten Gleichungen sind 
in Bezug auf die k', k'^, . . . k^^^-^^ vom ersten Grade, und 
es kann ihnen also nur je ein Wert der Unbekannten 
genügen. Dass die Gleichungen aber durch bezw. x^, x^^ 
. . . x("~^> befriedigt werden, folgt so: 

Setzen wir an die Stelle von u in die Funktion 
F(u, i, X) den Ausdruck, der aus u^ entsteht, wenn an die 
Stelle von k^, k'^, . . . k^") bezw. x^, x^'^ . . . «(") substituirt 
werden, also den Ausdruck 

(2) i° + x'\^-^ + «'^i"-2 + . . . + «^"~^^i + «^''^; 

so wird jene Funktion, folglich auch der KoeflScient einer 
jeden Potenz von i in derselben identisch = o. Denn 
nehmen wir an, dass die Ausdrücke x die symmetrischen 
Elementarfunktionen der n Elemente a, b, c, . . . seien, so 
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ist Ausdruck (2) identisch mit dem aus n Faktoren be- 
stehenden Produkte 

(a + i)(b + i)(c+-i)..., 
folglich eine Wurzel der Gleichung 

F(u, i, l) = 
in Bezug auf u. 

Es ist somit der Satz bewiesen 

Ist X" — ;<'x"-i + ;<^'x"-*— . . . + ;<^"Mrgend ein 
Divisor n — ten Grades des Ausdruckes 

V = x^-Ji^x"^-^ + k^^x"^-^^ - . . . ± ^^™\ 
so kann man Ausdrücke angeben, die ratio- 
nal und gebrochen sind in den Unbestimmten 
1^, F, . . . K"™) und k^") von der Eigenschaft, dass 
dieselben durch die Substitutionen X\ V'y 
. . . A(™> bezw. für \' P, . . . l(«»)und «<"> für k("> bezw. 
in K* 7<f\ . . . «("-^) übergehen, und zwar sinddie 
Nenner besagter Ausdrücke Potenzen von 

d F(k("), 0, 1) 
dk<'^) 

3. 

Den im vorhergehenden Abschnitte abgeleiteten Satz 
werden wir jetzt aawenden. 

Dividiren wir den Ausdruck 

y ^ x^-l^x™--i + Fx™-«-. . . ± K™) 
durch den Ausdruck 

x"-kV-i + k'^x»-«- . . . + k(°>, 
so erhalten wir als Rest eine ganze Funktion in x, 1' P . . . 
l(m)^ k', k", . . . k(«). 

Substituiren wir für die Unbestimmten k', k^^, . . . k("-^> 
die für dieselben im vorigen Abschnitte abgeleiteten Aus- 
drücke, so geht dieser Rest über in einen Ausdruck, der 
rational ist in x, den 1 und k(") und dessen Nenner eine 
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öF(k(») o 1) 
Potenz von - — . , /. ^ — ist. Wir bezeichnen diesen Aus- 

druck durch 

Z(x, k(»), I) 



dk(°) J 

wo Z eine ganze Funktion und y eine ganze positive 
Zahl bedeuten und behaupten, d a s s Z(x, k^"^, 1) durch 
F(k("), 0, 1) teilbar ist. 

Beweis. 

Setzen wir die X für die 1 und für k^") irgend einen 
der Ausdrücke, denen >^^^ gleich werden kann, so gehen 
y in V und die Ausdrücke von k' k'^, . . . k^"-^) bezw. in 
die dem angewandten «^"^ entsprechenden Ausdrücke 
x', x^^ . . , ;c("-^> über. Die betrachtete Division geht dann 
auf, und folglich verschwindet der Ausdruck 

Z(x, k("), X) 



dF(k("^\ 0, X) 

dk(»r 

also auch sein Zähler Z(x, k("\ X) identisch für jeden Aus- 
druck x^^^\ der an die Stelle von k(") gesetzt wird. 

Die Ausdrücke x^"^ sind aber identisch mit den Wur- 
zeln der Gleichung 

F(k^"), 0, X) = o; - 
denn F(k(°), o, X) ist ja gleich dem Produkte aus allen 

k(n)_a . b • c • • •, 
wo die Anzahl der Faktoren im Subtrahenden = n ist, 
ohne Wiederholungen. 

Folglich ist Z(x, k(«\ X) durch F(k^"), o, X\ also auch 
Z(x, k("), 1) durch F(k(»), o, 1) teilbar. 

Setzen wir jetzt für V, 1", . . . K"^^ die reellen numme- 
risch bestimmten Grössen L', U^, . . . \ß^\ so folgt aus 
dem Vorhergehenden, dass Z(x, k("\ L) für jede Wurzel 
der Gleichung 
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(3) F(kc«), 0, L) = 

identisch verschwindet. Hat diese Gleichung eine reelle 

Wurzel, für welche nicht zugleich auch ~^üfn)' ^^^'' 

schwindet, so wird für dieselbe der ganze Ausdruck 

Z(x, k(°), L) 



dF(k(»), 0, L) 
dk(°) 

identisch = o, und es wird in diesem Falle die Funktion 

Y = x°^-L'x«^-' + L^^x"^-2-. . . ± L('") 

teilbar sein durch eine Funktion vom Grade n, deren 
K«efficienten rational in den L und der reellen Wurzel 
der Gleichung (3) also reelle Zahlen sind. 

Es soll jetzt vorausgesetzt werden, dass die Diskrimi- 
nante von F(k("), o, L) nicht Null ist. Dann können nach 
dem Satze IV, Abschnitt 1 die Funktionen F(k("), o, L) 

und — ^^üh)~~ keinen gemeinsamen Teiler, also auch 

die entsprechenden Gleichungen keine gemeinsame Wurzel 
haben, und wir können daher, indem wir der Einfachheit 
wegen für die unbestimmte k<") den Buchstaben u an- 
wenden, den Satz aussprechen 

Besitzt die Gleichung F(u, o, L) = o eine 
reelle Wurzel, so hat die Funktion 

Y = x^-Vx"^-^ + L^^x«»-»- . . . ± U'^\ 
deren Koefficienten reelle Zahlen sind, 
einen reellen Teiler n-ten Grades. 



4. 

In diesem Abschnitte werden wir den Fall, wo die 
Diskriminante von F(u, o, L) Null ist, auf den Fall, wo 
dieselbe von Null verschieden ist, zurückführen; d. h. wir 
werden die Existenz eines Faktors n-ten Grades der 
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Funktion Y abhängig maclien von der Existenz einer 
reellen Wurzel in einer F(u, o, L) = o ähnlich gebauten 
Gleichung, die sicher eine von Null verschiedene Diskri- 
ininante hat. 

Zu dem Zwecke beweisen wir zunächst die folgende 
Verallgemeinerung des Satzes in No. 12 der Gauss'schen 
Abhandlung: 

Wenn die Diskriminante P der Funktion 
y nicht Null ist, kann die Diskriminante der 
Funktion F(u, i, L), (wenn diese Funktion auf- 
gefasst wird als Funktion von u, deren Koef- 
ficienten von der Unbestimmten i abhängen) 
nicht identisch Null sein. 

Während Gauss mit dem besonderen Falle n = 2 aus- 
reicht, müssen wir den Beweis für beliebiges n erbringen. 

Beweis. 

Die Diskriminante der Funktion F(u, i, X) ist das Pro- 
dukt aus allen Differenzen je zweier Produkte 

(a + i)(b + i)(c + i) . . ., 
wo die Anzahl der Faktoren n beträgt. 

Man kann nun diese Diflferenzen in Abteilungen bringen 
je nach der Anzahl der Faktoren von der Form a + i; wo- 
durch sich der Minuend und der Subtrahend von einander 
unterscheiden. Bezeichnen wir das Produkt aus den Diffe- 
renzen derjenigen Abteilung, in welcher sich der Minuend 
und der Subtrahend durch nur einen Faktor unterscheiden, 
mit ö', in welcher sie sich durch zwei Faktoren unter- 
scheiden, mit ö'^ u. s. f., so ist die Diskriminaate der Funk- 
tion F(u, i, X) gleich 

1) ß ist, wenn n ^ -^, = n, 

m 
wenn n J> -x , == m— n. 
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Wir denken uns nun die Faktoren von der Form a + i? 
welche der Minuend und der Subtrahend jeder DiflFerenz 
geraeinsam haben, aus diesen herausgesehrieben und mit 
einander multiplicirt. Ihr Produkt wird wegen der Sym- 
metrie jeden der m Faktoren a + c, b + i, c + i, d + i, 
. . . gleich oft enthalten und also gleich 

[(a + i)(b + i)(c + i)(d + i) . . .]" = [i"' + ^'i"'-' + ^'^i"^"^ + 

. . . + A(°^)]« 

sein, wo co eine ganze positive Zahl bedeutet ^). Was von 
den o noch übrig bleibt, nachdem die obengenannten 
Faktoren von ihnen abgetrennt sind, bezeichnen wir bezw, 
durch 

Diese Ausdrücke sind also Produkte von DiflTerenzen, 
und zwar besteht der Minuend und der Subtrahend dieser 
Differenzen in r' aus einem, in t'^ aus zwei u. s. f. in r^^) 
aus ß von einander verschiedenen Faktoren von der Form 
a + i. 

In jedem der t muss jede DiflFerenz wegen der Sym- 
metrie gleich oft vorkommen. Bezeichnen wir daher das 
Produkt aus allen von einander verschiedenen DiflTerenzen 
in t' durch q^, in t^' durch q^^ u. s. f., in t<^) durch q^^\ 
so können wir setzen 



« 



«• ,, ,y' ... .«^^^ 



t' = ^' , T^^ = ^'' , . . . t(/^) = Q^ßy 

wo die a ganze positive Zahlen bedeuten *). Es muss jeder 
der Ausdrücke q alle von einander verschiedenen Differenzen 
enthalten, welche sich mit Hülfe der m Elemente a, b, 
c, d, . . . bilden lassen und von der entsprechenden Form 



1) Für CO findet man den Wert 

^^/m\ (m—d\ (m—28\ n^ 

2) Ein beliebiges ai^) ist gleich (^Z^^) 



-^16 ^' 

sind. Infolgedessen sind die q jedes für sich in Bezug auf 
die a, b, c, d, . . . symmetrisch. 

Es ist also nach dem Vorhergehenden die Diskrimi- 
nante von F(u, i, X) gleich 

Benennen wir jetzt r', i*^^, . . . r^^^ diejenigen Funktionen 
der Unbestimmten i, 1, welche durch die Substitutionen X 
für 1 bezw. in ^', ^^', . . . g<^^ übergehen und R', R'', . . . R(^> 
diejenigen Funktionen der Unbestimmten i allein, in welche 
bezw. r', i*'', . . . r^^^ für die Werte L = 1 übergehen, so 
ist die Diskriminante der Funktion F(u, i, 1) gleich 

dagegen diejenige der Funktion F(u, i, L) gleich 



Da nun der erste Faktor nicht identisch = o ist, so 
handelt es sich jetzt um den Beweis, dass keiner der 
Ausdrücke R identisch = o sein kann, Wir führen diesen 
Beweis so, dass wir zeigen, dass ein beliebiges R^*^^ nicht 
identisch verschwindet. 

Q^^^ ist das Produkt aus allen Differenzen 

(a + i)(b + i)(c + i) . . . - (e + i)(f + i)(g + i) . . . , 

wo sowohl der Minuend als der Subtrahend aus d von 
einander verschiedenen Faktoren von der Form a + i be- 
steht, ohne Wiederholungen. 

Wie Gauss den dieser Differenz entsprechenden Aus- 
druck nach Potenzen von x— a entwickelt und dann x -a 
durch eine neue Unbestimmte w ersetzt ^), so entwickeln 



1) Gauss, 1. c. No. 14 und 15. Es ist nicht ausdrücklich ge- 
sagt, aber der Ausdruck (a + b — c — d)w + (a — c)(a — d) im 
Anfange von No. 15 entsteht, wenn man in die Differenz 



^ i1 ^ 

wir die Differenz nach Potenzen von a + i, indem wir für 
dieselbe schreiben 

(a + i)(b— a + a + i)(c — a + a + i) . . . — 
(e— a + a + i)(f— a + a + i)(g— a + a + i) . . . 
und setzen für a + i die neue Unbestimmte w. Das Pro- 
dukt aus allen 

w(b— a + w)(c~a + w) . . .— 

(e— a + w)(f— a + w)(g— a + w) . . . 

ohne Wiederholungen enthält die m Elemente a, b, c, d, . . . 

symmetrisch und kann als eine ganze Funktion von w und 

von den A dargestellt werden. Wir bezeichnen sie durch 

Man erkennt, dass das von w unabhängige Glied dieser 
Funktion ein Produkt aus DiflFerenzen von der Form 
a— b ist. 

Wegen der Symmetrie müssen alle Differenzen von 
dieser Form, welche sich mit. Hülfe der m Elemente a, b, 
c, d, . . . bilden lassen, in dem Produkte gleich oft vor- 
kommen; daher kann man dasselbe durch 

ausdrücken, wenn 'ä eine positive ganze Zahl bedeutet^). 
Folglich ist das von w unabhängige Glied der Funktion 

f(w, L) 
gleich P^. 

Daher kann, wenn P als von Null verschieden vor- 
ausgesetzt wird, die Funktion f(w, L) nicht identisch Null 
sein. Wir wollen annehmen, das Glied mit der höchsten 
Potenz von w in dieser Funktion, welches einen nicht ver- 
schwindenden Koeflßcienten besitzt, sei Nw**; hier ist N 



(x — c)(x — d) — (x — a)(x — b) = (a + b — c— •d)x — ab + cd 
(vgl. No. 14) statt X die Differenz x — a einführt und diese dann 
durch w ersetzt. 

1) Für . ergibt Sieh (n') ( V) sil " 
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eine reine Zahlengrösse. Substituiren wir wieder a -f i für 
w, ßo ist Ni'' das Glied mit der höchsten Potenz von i in der 
Funktion f(a + h ^); während die Koefficienten der übrigen 
Potenzen von i die Unbestimmte a enthalten. Genau so 
wird in jeder der Funktionen 

f(b + i,L), f(c + i,L), f(d + i,L),... 

Ni" das Glied mit der höchsten Potenz von i sein, während 
die folgenden Glieder bezw. von b, c, d, . . . abhängen. 
Folglich wird das Produkt aus den m Faktoren 

f(a + i,L), f(b + i,L), f(c + i,L), f(d + i,L),... 

eine ganze Funktion von i, deren höchstes Glied NM^jvm 
ist, während die KoeiBcienten der folgenden Glieder von 
a, b, c, d, . . . abhängen. 

Wir betrachten nun das Produkt aus den m Faktoren 

f(a + i, 1), f(b + i, 1), f(c + i, 1), f(d + i, 1), . . ., 

welches in Bezug auf die Elemente a, b, c, d, ... sym- 
metrisch ist und daher als eine ganze Funktion von i, den 
X und den 1 dargestellt und durch 

99(i, A, 1) 
bezeichnet werden kann. Es ist also 

(p(ij X, X) 
das Produkt aus den m Faktoren 

f(a + i,A), f(b + i,;i), f(c + i,A), f(d + i,>l),... . 

Dieses Produkt ist aber teilbar durch q^^\ denn man 
sieht leicht ein, dass jeder Faktor von q^^^ in einem jener 
m Faktoren enthalten ist. 

Wir können daher setzen 

ipii, i, k) = q(% v,(i, i), 
WO tp eine ganze Funktion bedeutet. 

Daher ist auch identisch 

<pii, 1, 1) = rW . v(i, 1), 
folglich auch 

(p{i, L, L) = R(^V(i, L). 



\ 
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Wir haben aber oben bewiesen, dass das Produkt auö 
den m Faktoren 

f(a + i, L), f(b + i, L), f(c + i, L), f(d + i, L), . . ., 
welches gleich (p{i, X, L) wird, N^^i™" als Glied mit der 
höchsten Potenz von i besitzt. Folglich wird die Funktion 
(p{i, L, L) dasselbe höchste Glied besitzen, also nicht iden- 
tisch = sein. Deswegen kann auch R^'') nicht identisch 
verschwinden. 

Somit ist der Beweis erbracht, dass, falls die Diskri- 
minante P der Funktion Y von Null verschieden ist, die 
Diskriminante von F(u, i, L) nicht identisch verschwinden 
kann. 

Wir können nun die Diskriminante P der Funktion Y 
als von Null verschieden voraussetzen ; denn im entgegen- 
gesetzten Falle hätte infolge von Satz III, Abschnitt 1 Y 
in reelle Faktoren zerlegt werden können, deren keiner 
eine verschwindende Diskriminante besässe, und man hätte 
jeden dieser Faktoren so wie Y behandeln können. 

Da nun P von Null verschieden ist, so ist die Diskri- 
minante F(u, i, L) nicht identisch. = o. Es gibt daher un- 
endlich viele und auch reelle Werte von i, für welche 
diese Diskriminante einen von Null verschiedenen Wert 
erlangt. Wir bezeichnen mit I einen solchen reellen Wert. 

Wir bestimmen nun m Funktionen 1'^, 1'^, . . . 1^™) der 
der Unbestimmten i, 1 so, dass die Gleichung 

(x-i)™-F(x-i)«^-i -f l'^(x^i)°^-2-. . , ± l(n^) = 

x«^-i;x«»-i -f- r;x°^-'2_ _ ^ ^ i(m) 

identisch erfüllt wird und behaupten, dass dann die iden- 
tische Gleichung besteht 

F(u, 0, 1,) = F(u, i, 1). 
Dies wird folgendermassen bewiesen: 

Bezeichnen wir die Ausdrücke, in welche die 1^ über- 
gehen, wenn die X für die 1 substituirt werden, bezw. durch 
;ij, Aj, . . . A(°^) so ist identisch 
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(x-.i)m_;i/(x-i)m-l 4- ;i//(x_i)m-«_ + j^dü)-^ 

Die linke Seite dieser Gleichung können wir schreiben 

(X— i— a)(x— i— b)(x— i— e)(x— i— d) . . . oder 
(x-(a + i))(x-(b + i))(x-(c + i))(x-(d + i)) .... 

Aus der Idendität 
(x-(a + i))(x-(b + i))(x-(c + i))(x-(d + i)) . . . = 
x»"-A;x"™-i + A^x"™-«- . . .± l(^) 

folgt aber, dass die Ausdrücke X^ die symmetrischen Ele- 
mentarfunktionen der m Summen 

a + i> b + i, c + i, d + i, . . . 
sind. Folglich ist identisch 

F(u, X,) = F(u, i, k), 
also auch identisch 

F(u, 0, 1,) = F(u, i, 1). 
Nehmen wir daher an, dass die Ausdrücke 1^ durch 
die Substitutionen L für 1, I für i in L^ übergehen, so 
besteht die Identität 

F(u, 0, L,) = F(u, I, L). 
Folglich ist die Diskriminante der Funktion F(u, o, LJ 
von Null verschieden. 

Somit gibt es für den Fall, dass die Diskriminante 
von F(u, 0, L) Null sein sollte, eine Funktion 

Yi = x"^-L;x»«-i + L';x"^-2- . . . ± L("^) 
= (x-I)°»-L'(x-I)°^-i + L^^Cx-I)'"-^- . . . + U^\ 

wo I eine reelle Zahl ist, sodass die Diskriminante von 
F(u, 0, Li) von Null verschieden ist. Aus einem reellen 
Teiler n-ten Grades der Funktion Y^ folgt aber ein Teiler 
gleichen Grades von Y durch die Substitution x + 1 für x. 
Man hat demnach das Resultat 

Wählt man I so, dass die Diskriminante 
von F(u, I, L) = F(u, o, LJ nicht Null ist, so hat 
Y einen Teiler n-ten Grades, wenn die Glei- 
chung F(u, 0, Li) = eine reelle Wurzel hat. 
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5. 

Durch die bisherigen Erörterungen ist die Gewissheit, 
dass die Funktion Y einen reellen Teiler habe, allein ab- 
hängig gemacht von der Existenz einer reellen Wurzel der 
Gleichung 

F(u, 0, LJ = 0. 

Wir beschäftigen uns daher jetzt mit der Funktion 
F(u, 0, Li) genauer. 

Die Funktion F(u, o, 1) ist so definirt, dass sie durch 
die Substitutionen X für 1 in das Produkt aus allen 

u— a .b.c..., 

wo die Anzahl der Faktoren im Subtrahenden = n ist, 
ohne Wiederholungen tibergeht, sodass also, wenn wir dieses 
Produkt mit /7{u— a.b.c . . .} bezeichnen, identisch 

F(u, o, X) = 77{u— a.b.c . . .}. 

Der Grad der Funktion F(u, o, A), somit auch der von 

v./ T N w /'^\ m(m— 1) (m— n+l) ^« , 

F(«, 0, L J ist = ( ^ ) = 1.2....n -. W"- ^'- 

zeichnen diese Zahl von nun an durch den Buchstaben ja. 
Wir können von jetzt an die Gradzahl m der Funktion Y 
als gerade ansehen. Denn wir setzen voraus, dass zwischen 
zwei Worten der unabhängigen Veränderlichen, für die eine 
rationale ganze Funktion mit reellen Koefficienten entgegen- 
gesetzte Zeichen annimmt, ein Wert liegen müsse, für den 
die Funktion Null wird. Wenn man jene beiden Werte 
sehr gross und von entgegengesetztem Zeichen annimmt, 
so folgt hieraus, dass eine Gleichung ungeraden Grades 
mit reellen Koefficienten immer eine reelle Wurzel und 
also eine rationale ganze Funktion mit reellen Koefficienten 
immer einen reellen Teiler ersten Grades hat, den man 
abtrennen kann. Die resultirende Funktion ist dann reell 
und von geradem Grade. 
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^) Die gerade Zahl m kann man immer auf die Form 
bringen 2*ik, wo q eine positive ganze Zahl und k eine 
ungerade positive Zahl bedeuten. Wir nehmen nun an, 
dass k nicht = 1, dass m also nicht einfach eine Potenz 
von 2 ist. 

unter dieser Voraussetzung teilen wir der Zahl n, 
über die bis jetzt noch keine besondere Bestimmung ge- 
troffen ist, den Wert 2^ zu. 

Infolge hiervon wird die Gradzahl der Funktion 
F(u, 0, L,) 

_ 2qk(2qk-i) (2qk-2q + 1) 

^ "" 1.2 2^ 

oder, indem man die Faktoren des Nenners in umgekehrter 
Ordnung schreibt, 

_ 2qk(2q k-l) (2qk- 2H-J) 

^ "" 2^(2^-1) (2^-2'q'+l) 

Man kann den ersten Faktor im Zähler und Nenner 
durch 2^ dividiren, den dritten durch 2*, den fünften durch 
2^, den siebten durch 2^ u. s. f., wodurch man erhält 

_ k(2qk-l)(2q-'k-l) . . . (2qk- 2q+i) 

^ ~" (2^-1X2^-^-1) . . . (2^-2^+1)" * 

Hier sind alle Faktoren sowohl im Zähler als im 
Nenner ungerade ; daher wird //, da es seiner Natur nach 
eine ganze Zahl ist, ebenfalls ungerade. 

Die Gradzahl der Funktion F(u, o, Lj) wird also un- 
gerade. Da nun die Koefficienten der Funktion F(u, o, 1) 
ganze Ausdrücke in den 1 sind, so müssen die Koefficienten 
von F(u, 0, Li), da die L^ reelle Grössen sind, ebenfalls 
reell sein. 

Daher hat die Gleichung F(u, o, L^) = o eine reelle 
Wurzel. Die Funktion Y besitzt infolgedessen einen reellen 
Teiler vom Grade 2^. 



1) Vgl. für das hier Folgende Lagrange 1. c. Nr. 12. 



V 
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Diejenige Funktion, welche den Quotienten darstellt, 
wird also auch reell sein und zwar vom Grade 

Da nun k eine ungerade Zahl ist, wird k— 1 eine 
gierade sein, welche man darstellen kann durch 2^'^, wo 
k'' eine ungerade Zahl ist. Der Quotient wird dann vom 
Grade 2^+*iV sein. Seine Diskriminante ist nicht Null 
(vergl. Abschn. 1, Satz V). Er wird daher einen reellen 
Teiler besitzen vom Grade 2'i+^'. Die reelle Funktion, 
welche hier den Quotienten darstellt, ist vom Grade 

2q+qV~2^+*i' = 2^+^'(k'— 1). 
k'— 1 ist wieder eine gerade Zahl, die man darstellen 
kann in der Form 2^"k^', wo k'' eine ungerade Zahl ist. 
Der letztere Quotient ist daher vom Grade 2^+^'+^"k^^ Da 
er ebenfalls ein Faktor von Y ist, so ist auch seine Dis- 
kriminante von Null verschieden, und er hat folglich einen 
reellen Teiler vom Grade 2^+*5i'+^". 

Man erkennt durch dieses Verfahren, dass die Funk- 
tion Y in eine Anzahl reeller Faktoren zerlegbar ist, deren 
Gradzahlen wachsende Potenzen von 2 sind, sodass z. B. 
m = 2^ + 2^+^' + 2^^+^'+^^' + 

Diese Gradzahlen sind diejenigen Zahlen, welche man 
erhält, wenn man m durch das Zahlensystem 2 ausdrückt. 

Man kami auch das Abtrennen eines linearen Faktors 
von der Funktion Y, falls diese von ungeradem Grade ist, 
von demselben Gesichtspunkte aus betrachten , da dem 
Abtrennen dieses Faktors von Y das Abtrennen des Sum- 
manden 2° von m entspricht. 

Somit haben wir bis jetzt folgendes Eesultat: 

Eine beliebige Funktion Y mit reellen 
Koeffi cienten und mit von Null verschiedener 
Diskriminante ist in reelle Faktoren zerleg- 
bar, deren Gradzahlen diejenigen Potenzen 
von 2 sind, die man erhält, wenn man m durch 
das Zahlensystem 2 ausdrückt. 
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6. 



Es sind also jetzt reelle Funktionen zu zerlegen, deren 
Grad einfach eine Potenz von 2 ist (nur der Grad 2 selbst 
sei ausgeschlossen). 

Setzt man-m = 2^ und n = 2^~^, so wird 

2^(2^-1) (2^-2^-1 + 1) 



i" = 



1.2 2^- 



1 



oder, indem man die Faktoren des Nenners in umgekehrter 
Ordnung schreibt, 

__ 2q(2q-i) (2^- 2^^-^ +1) 

^~ 2^-^(2^- 1-1) (2^1-2^+1* 

Mian kann den ersten Faktor im Zähler und Nenner 
durch 2^-^ dividiren, den dritten durch 2^ den fünften 
durch 2*, den siebten durch 2^ u. s. f., wodurch man erhält 

_ 2(2q-i)(2q-i-i) (2^-2^-^ + 1) 

^ - (2^-1-^1X2^-2-1) . . . .(20-1-2^-1+1)* 

Da alle Faktoren des Zählers ausser dem ersten sowie 
alle Faktoren des Nenners ungerade sind, so ist />e von 
der Form 2k, wo k eine ungerade Zahl bedeutet. 

Für diesen Fall formen wir die Funktion F(u, o, 1) um i). 

Da n = „ , so sind die Wurzeln der Gleichung F(u, o, X) 

= alle von einander verschiedene Produkte, welche sich 

bilden lassen, wenn immer die Hälfte der m Elemente 

a, b, c, d, . . . als Faktoren genommen wird. Ist also 

a . b . c . . . eine solche Wurzel, so ist, da 2^°^^ das Produkt 

;i(m) 
aus allen Elementen a, b, c, d, . . . ist, — ^ eben- 

falls eine. 



1) Das Verfahren von Lagrange bei den Umformungen 
der Funktion F(u, o, 1) (Lagrange 1. c. No. 13—16) konnte erheb- 
lich vereinfacht werden. 
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Daher ist F(u, o, l) gleich dem Produkte aus allen 

(1) (u-a.b.c...)(u- ^ b.c.. ) 

ohne Wiederholungen, was wir aasdrücken durch 

F(u, 0, A) = iT (u— a.b.c . . .)lu r )}. 

Die Anzahl der Faktoren von der Form (1), aus denen 
F(u, o, X) besteht, ist also = ^• 



Wir schreiben nun 



F(u, o, X). = n 



u*— ula.b . c . . . + 



a.b.c.../ j 



und, indem wir beide Seiten durch U2 dividiren 

- {- . F(u, 0, X) = FL 

Da die Funktion 77 



u-| (a.b.c...H i^ — 

u \ a.b.c... 



u + 



l(m) 



a.ü.C. * . "y" 



A(^ V 
.b.c.../ 



u \ a 

die Elemente a, b, e, d, . . . symmetrisch enthält, so kann 

l(m) 



eine ganze Funktion von u + -^r ? '^ '^^ • • • ^^^^ angegeben 

l(ni) 



1("*) u 

werden, welche in Bezug auf uH vom Grade ^ ist, 



u 2 

von der Eigenschaft, dass sie durch die Substitutionen A für 1 in 

1 



u^ 



F(u, 0, A) 



übergeht. Es besteht daher eine Identität von der Form 

1 _ / l(m)\/5 / l(m)\,« 

„r^<"'"'"=("+«)'-T+Vr + 

c«(„ + '|.')S- -...-„(«), 

wenn die c', c^', . . c(^J ganze Funktionen von den 1 sind. 
Nehmen wir daher an, dass die c durch die Substitutionen 

L^ für 1 bezw. die Zahlenwerte C^, C'^, . . . CJ^^^ annehmen, 
so besteht die Identität 
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1 / L/^A'' / L/"'>\'' 1 

---.F(.,.,L,)=(u+ ;-.)>- €■,(„ + '•;- )^- + 

0-;/ L|.h5_,_ _^(S). 

Die Funktion auf der rechten Seite ist in Bezug auf 

L(m) 
IX ^ von ungeradem Grade, und ihre KoeflScienten 

sind reelle Grössen. Daher gibt es einen reellen Wert von 

u j welcher der Funktion den Wert Null erteilt. 

u 

Bezeichnen wir diesen Wert durch S, so ist jede von Null 

verschiedene Wurzel der Gleichung 

u2-uS + L(«»)=0 

ein Wert, der für u gesetzt jene Funktion zum Verschwin- 
den bringt. 

Wir können aber L^™) als von Null verschieden an- 
sehen, denn für den Fall U^^ = o wäre Y^ durch x und Y 

durch X + I teilbar. 

Diese Gleichung hat also keine verschwindende Wurzel. 
Folglich ist jede ihrer Wurzeln also der beiden Werte 

2 
eine Wurzel der Gleichung 

F(u, 0, LJ = 0. 
Jene beiden Werte werden aber nur dann sicher reell 
sein, wenn L^^^^ negativ ist. 

Daher ist nur für den Fall L<™^ < o eine reelle Wurzel 
der Gleichung F(u, o, LJ = o nachgewiesen. 

Wir untersuchen also jetzt den Fall, wo L^"^) positiv ist. 
Aus der Identität 

(2)-.F^u,o,A) = 77{u + --(a.b.c... + ^-^— )} 
leiten wir die Identität ab 






u 

(-u)tr 



•F( 
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u,o,>l) = //pU+_^-^a.b.e...+-^--J 

Multipliciren wir beide Seiten mit — 1 und bedenken, 

dass ^, also auch die Anzahl der Faktoren auf der rechten 

Seite ungerade ist, so können wir fttr diese Identität 
schreiben 



(3) ~.F(-u,o,A) = 77^ 
u^ 



«H h a.b.cH r I 

u \ a.b.c.../ 



>• 



Aus (2) und (3) folgt 



^^.F(u,o,A).F(-u,o,A) = /7. 




( uH ) — I a . b . c . . . + -,: 

\ u / \ a.b.c... 



oder, indem man vom Minuend und Subtrahend der Diffe- 
renz unter dem Zeichen iJ 4A(*") subtrahirt, 



Da n 



(u — — (a.b.c... , l dl 

\ u/ \ a.b.c.../ 



die m Ele- 



mente a, b, c, d, . . . symmetrisch enthält, so kann eine 

/ l(m)\2 

ganze Funktion von ju — 1 und den 1 angegeben wer- 

/ l^'^A* a 

den, die in Bezug auf (u 1 vom Grade ^ ist, von 

der Eigenschaft, das» sie durch die Substitutionen l für 1 in 

-^^-.F(u,o,>l).F(-u,o,A) 

tibergeht. Es besteht daher eine Identität von der Form 



fi 



1 / l(m)\2^ / l(m)\ 

--F(u, 0, l).F(-u,o, l)=(u-*--j _e/^u-*-^ j 

/ l(m)\2f-2 



2^ 



— 1 



+ C'' U- 



>.ao 



/f) 



wenn die e^, e^', . . . e^^^ ganze Ausdrücke in den 1 sind. 
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W P.ii 



Wir bebaupten nun, dass e^^^ ein vollständiges Qua- 
drat sei. 

Beweis. 

Bezeicbnen wir denjenigen Ausdruck, in welchen e^^>' 
übergebt, wenn die A für die 1 eingesetzt werden, durch 

e^^^, so ist offenbar £^^^ das Produkt aus allen ^ von ein- 

ander verschiedenen Ausdrücken von der Form 

Xiin) \2 



( 



a.b . c . . . — 



a. b . c . . . 



Bezeichnen wir nun die Minuende der ^ Differenzen 
von der Foim 

a.o.c..*~ 



a.D. Ca*. 

welche in jenem Produkte vorkommen, durch a', a'', a''^, . , . 
und die entsprechenden Subtrahende bezw. durch ß^y ß^^, 
ß^^^ ...j so behaupten wir, dass das Produkt 

(4) (a^-^0(«''-/8'0K^-^^'0 . • •, 

dessen Quadrat =^ e^'^^ ist, die m Elemente a, b, c, d, . . . 
symmetrisch enthält. Dies steht fest, wenn bewiesen ist, 
dass das Produkt durch eine Vertauschung zweier Elemente 
seinen Wert nicht ändert*). 

Es sind nun in Bezug auf das Vorkommen irgend 
zweier Elemente in irgend einer Differenz a' —ß^ des Pro- 
duktes (4) zwei Fälle möglich 1. Die Elemente sind beide 
in a', bezw. in ß' ^ enthalten, dann können sie nicht in ß'^ 
bezw. in a', vorkommen; denn es ist a^ . ß^ = )S^'^\ also 
gleich dem Produkte aus allen m Elementen. Folglich tritt 



1) Der Beweis dieser Eigenschaft bei Lagrange, 1. c. No. 17, 
enthält unnötige Weitläufigkeiten. 
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durch die Vertauschung der beiden Elemente keine Ände- 
ruttg des Wertes von a' und ß^ ein. 2. Nur das eine Ele- 
ment ist in a* enthalten, dann muss das andere in ß' vor- 
kommen. Durch die Vertauschung beider Elemente möge 
nun a* mit a^^ seinen Wert tauschen, dann vertauscht ^' 
seinen Wert mit ß'^. Aus a^~ß^ wird dann a^^—ß^' und 
umgekehrt; dadurch tritt offenbar keine Änderung im Werte 
des Produktes (4) ein. Tauscht aber a' seinen Wert mit 
/?"', so ß^ mit a". Aus a^—ß^ wird dann ß^'—a*^\ dann 
muss aber aus d' —ß'* ß^—a^ werden. Dieses ist wieder 
ohne Einfluss auf den Wert des Produktes (4). 

Hiermit ist die Symmetrie des Ausdruckes (4) bewiesen. 
Folglich gibt es eine ganze Funktion in den Unbestimmten 
1, welche durch die Substitutionen X für 1 in (4) übergeht. 

e^'^^ muss aber das Quadrat dieser Funktion sein. 
Nehmen wir daher an, dass die Ausdrücke e', e'^ . . 

e^'^>' durch die Substitionen Lj für 1 bezw. die Zahlenwerte 
E'j, E'j, . . . 1£,Y annehmen, sodass also identisch 

(5) -.F(u,o,L,).F(-u,o,LJ=(n-'^;-j -E'^^u-^^U 

so kann Ep^ nicht negativ sein. 

Da nun die Funktion auf der rechten Seite der Glei- 

u ^— \ von ungeradem Grade 

ist, und die KoeflScienten E^ reelle Zahlen sind, so erlangt 

u — — I einen 
positiven, für den Wertfu — ^ ) = o den nicht positiven 
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Wert —E[^\ Folglich existirt ein nicht negativer Wert 

u —j , für welchen die Funktion verechwindet. 

Bezeichnen wir denselben durch T, so sind Werte von 
u, für welche die Funktion auf der rechten Seite von (5) 
verschwindet, die von Null verschiedenen Wurzeln der 
beiden quadratischen Gleichungen 

u2 + i/f . u-L?^^=o, 
also, da L^^^ nicht Null ist, die 4 Werte 



(6) 



± ^"|/t + ^]/4Li"^> + T. 



Aus der Gleichung (5) folgt nun, dass mindestens 2 
dieser Werte Wurzeln der Gleichung 

(7) F(u, 0, LJ = 

sind. Denn, ist einer derselben nicht Wurzel dieser Glei- 
chung, so muss er die Gleichung 

F(~u, 0, Lj) = o 

befriedigen, dann ist aber der dem Vorzeichen nach ent- 
gegengesetzte Wert eine Wurzel der Gleichung (7). Die 

4 Werte (6) sind aber, weil Li"'^ positiv und T nicht negativ 

ist, alle reell, und somit ist auch für den Fall Li"^^ > o 
eine reelle Wurzel der Gleichung 

F(u, 0, LJ = o 
nachgewiesen. 

Es ist also immer eine reelle Funktion vom Grade 2^ 
in 2 reelle Faktoren von halb so hohem Grade zerlegbar und 

es ist durch die Erörterungen dieses Ab- 
schnittes gezeigt, dass die Faktoren, in 
welche die Funktion Y im Abschnitte 5 zer- 
legt wurde, und de renGr ad zahlen einfach 
Potenzen von 2 waren, jeder in reelle Fak- 
toren 2. Grades gespalten werden können. 
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7. 



Der Beweis für eine Zerlegbarkeit von reellen Funk- 
tionen 2. Grades ist im vorigen Abschnitte nicht mit ein- 

begriffen •, denn für m = 2 ist der Ausdruck e^^^' kein voll- 
ständiges Quadrat, sondern = V^—4V^. Gemäss dem vorigen 
Abschnitte ist daher eine reelle Funktion 2. Grades 
(1) x^-LiX + Li 

nur dann in reelle Faktoren 1 . Grades zerlegbar, wenn die 

Zahl El "^ = L?— 4Li nicht negativ ist. Dass diese hin- 
reichende Bedingung der Zerlegung auch notwendig ist, 
folgt aus der direkten Ausrechnung, indem die beiden 
Faktoren von (1) 

L'. 



^-2 



yL'/-4L;', x-^i + ]/L?-4L;' 



nur dann reell sind, wenn L?— 4L'i nicht negativ ist. 



8. 

Somit ist das Verfahren von Lagrange mit Hülfe 
der von Gauss in seinem zweiten Beweise angewandten 
Principien zu einem wirklichen Beweise des Satzes ergänzt, 
dass jede ganze rationale Funktion einer 
Veränderlichen mit reellen Koefficienten in 
reelle Faktoren 1. und 2. Grades zerlegbar ist. 

Wenn wir den so entstandenen Beweis mit dem von 
Gauss vergleichen, so tritt uns als ein Nachteil in dem 
unsrigen der Umstand entgegen, dass ein Teiler der Funktion 

zu Grunde gelegt wird, dessen Grad n von vorne herein 
nicht bestimmt ist, während dieser Teiler bei Gauss immer 
2 als Grad enthält. Dadurch werden in unserem Beweise 






■ *■ ^ — ji 11 1 A ^ 



I 

r 
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die etwas weitläufigen Erörterungen besonders der Ab- 
schnitte 2 und 4 nötig, während Gauss mit einfacheren 
Mitteln zuqi Ziele gelangt. Namentlich gilt dies von dem 
Beweise des Satzes über die Diskriminante der Funktion 
F(u, i, L) (s. 0. Abschnitt 4), der sich für den besondern 
Fall n = 2 (Gauss 1. c. No. 14, 15) vereinfacht. 

Dagegen glauben wir, dass unser Beweis einige Vor- 
züge dem Gauss'schen gegenüber besitzt. Er übertrifft ihn 
offenbar an Übersichtlichkeit. Dann können wir das als 
einen Vorzug hinstellen, dass, während bei Gauss sich zu- 
nächst nur ein linearer Faktor von Y ergibt, der reell oder 
imaginär sein kann, in unserem Beweise die Funktion Y 
nach einem eleganten Verfahren in reelle Faktoren von 
immer kleinerem Grade bis zum 2. hinunter zerlegt wird. 
Nachdem nämlich die vorgelegte Funktion zuerst in Fak- 
toren mit von Null verschiedener Diskriminante gespalten 
ist, wird jeder Faktor in solche zerlegt, deren Grad- 
zahlen Potenzen von 2 sind. Jeder dieser Faktoren zer- 
fällt dann in zwei vom halben Grade und so fort, bis 
man zu Faktoren 2. Grades gelangt, worauf die weitere 
Zerlegung in reelle Faktoren 1 . Grades nur unter gewissen 
Bedingungen stattfindet. 

Das Imaginäre ist — und hierin sehen wir einen Haupt- 
vorteil — ganz vermieden. 
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Lebenslauf. 



Ich, Georg Johann Hubert Kreuzberg, katholischer 
Konfession, wurde geboren am 4. September 1871 zu Ahr- 
weiler ^als Sohn des Weinhändlers Georg Kreuzberg und 
seiner Gattin Anna geb. Aldorf. 

Meinen höhern Schulunterricht genoss ich an der 
Knabenschule zu Ahrweiler und nach dem Tode meines 
Vaters im Jahre 1884, da meine Familie nach Köln über- 
siedelte, an dem dortigen Kaiser-Wilhelm Gymnasium. Nach- 
dem ich an diesem Ostern 1891 das Reifezeugnis erhalten 
hatte, bezog ich die Universität Bonn, um Mathematik und 
Naturwissenschaften zu studiren. 

Vorlesungen hörte ich bei folgenden Herren Docenten : 

Hertz t, Jakobi, Kekule v. Stradonitz, Kortum, Laspeyres, 
Lenard, Lipschitz, Lorberg, Ludwig, Martins, Minkowski, 
Schaaffliausen f, Schlüter, Strasburger, Voigt. 

Allen diesen verehrten Lehrern meinen besten Dank! 

Ganz besonders aber spreche ich dem Herrn Professor 
Kortum meinen herzlichen Dank aus für die mir bei der 
Abfassung meiner Doktorarbeit erteilten Ratschläge. 



Thesen. 



1. Die Einführung der imaginären Grössen in die Mathe- 
matik ist nicht weniger bejechtigt als die der nega- 
tiv^en^ gerochenen und irrationalen. 

2. Das Newton'sche Gravitationsgesetz bedarf wahrschein- 
lich einer Modification. 

3. Der dem Boetius zugeschriebene Üractat ,,ars geo- 
metrica" rührt nicht von Boetius her, selbst nicht die 
den ersten Teil desselben einnehmende wörtliche Über- 
setzung der ersten vier Bücher Euklids. 

4. Der Mikrofelsit Zirkels bezeichnet keine besondere Aus 
bildung der Grundmasse porphyrischer Gesteine. 

5. Die Olivinknollen des Basaltes sind als Ausscheidungen 
des basaltischen Magmas anzusehen. 

6. Die Atomtheorie der modernen Naturwissenschaft ist 
nur unter der Annahme durchführbar, dass die Atome 
materielle Punkte, also ausdehnungslose Sitze der Kraft 
sind. 
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